TD4 LANGAGE FORMELS, CALCULABILITE ET COMPLEXITE

1 Grammaires non contextuelles

Exercice 1. Donner une grammaire non contextuelle pour chacun des langages suivants (sans trop justifier) :
1. Lo={abicF|i#jVvi#k}
2. L1 =A{w e {a,b}" | Jw|, > |wl,}

3. Lo={we{(,),0,1,% +} | w correspond a une expression arithmétique valide}

Solution 1.

1. On découpe i # jVij#keni < jViji>iVj<kVj>k Pour On introduit (z,y) € {a,b,c}?
Sy = x Sy | eet Exy — x Eyy y | € qui calculent les termes 2™ et 2"y" la regle est alors : S —
Sa Eb,c C Sc ‘ Sa b Sb Eb,c | Sa a anb Sc ‘ Ea,b b Sb C

2. S —e€|aS|SaSbS | SbSaS. Montrons cela par récurrence sur la taille des mots. Si un mot est de taille
2 ou moins il est clair qu’il est généré par notre grammaire. Etant donné un mot wy ... w, € L5, on note
f(]f) = |ZU1 .. .wk|a — |w1 .. -wk|b-

S’il existe ¢ tel que f(i) = 0 et 1 <i < n alors on prend le plus petit tel i et on a w = aws . . . w;—1bw;1wy,
ou w = bws ... wi_1awi1wy, avec w' = ws...w;—1 et w’ = w; 1w, qui vérifient la propriété donc par
récurrence S = w' et S = w” soit S — SaSbS | SbSaS = w.

Si un tel i n’existe pas alors on a f(0) = 0 et f(n) > 0. Soit f est strictement croissante et w = a* (qui
est généré par S — aS) soit ona 1 <i < j avec f(i) = f(j) et 0 < f(j) < f(n). Notez que i +1 < j car
f(i+1) # f(i). On coupe alors w en © = wy ... w;, Yy = Wip2 ... wj—1 et 2 = wjy1 ... wy. Ces trois bouts
respectent la propriété car |x|, — |z|, = f(¢), |yl, — |yl, = f(4G) — (@) et |z, — |2,

En prenant i et j minimal on a w;41 # w;. Dans le cas wiy1 = a et w; = b (resp. wiy1 = b et w; = a)
commeona S =z, Sy, S zalors S — SaShS =z ay b z (resp. S — SbSaS Sz by a z).

3.5 S+S5[SS|0[1](S)

Exercice 2. Il y a différentes manieres de parser les expressions arithmétiques valides. Trouver une grammaire
non ambigué et dans laquelle les arbres de parsing donne la priorité a * par rapport a + (i.e. 24+3*4 est vue
comme ’expression qui vaut 14 et non 20).

Solution 2.
S — NoPlus | NoPlus + S
NoPlus —  NoPlusTimes x NoPlus | NoPlusTimes
NoPlusTimes — (S)|0]1

Exercice 3. Prouver que les grammaires définies par les symboles S et Balanced reconnaissent le méme langage
mais que 'une est ambigué et pas l'autre :

Balanced — (OneRight Balanced | € S — SSI(9)]e
OneRight — )| (OneRight OneRight

Solution 3. Les deux reconnaissent les expressions bien parentheésées. Pour S c’est assez clair et pour Begin
il suffit de remarquer que End reconnait les expressions e) tels que e est bien parenthesée.

S — SS est ambigué, en effet SSS peut étre obtenue comme [SS]S ou S[SS]. Tandis que la grammaire
introduite par Begin est non ambigué (comme dérivation est imposée par le premier caractere).

2 Grammaires sensibles au contexte

louis.jachiet@ens.fr 19 octobre 2017



TD4 LANGAGE FORMELS, CALCULABILITE ET COMPLEXITE

Exercice 4. Considérons la grammaire suivante :

S — aSBC |aBC bB — bb
CB — BC bC — be
aB — ab cC — cc

Quel langage reconnait-elle ? Justifier.

Solution 4.

Nous allons montrer que S — w implique que w est de la forme @ w = a"b'd#(B",C" ) ou @ w =
aS#(B™,C™) pour des n,i,j avec #(x,y) entrelacement de mots z et y.

Nous procédons par récurrence sur la taille d’une dérivation. Pour la taille nulle on a S de la forme @
(S = a%S#(B°, C")) donc c’est bon.

Sinon soit w’ respectant notre critére, regardons S — w’ — w on a selon la régle utilisé dans w' — w :

— Si S — aSBC est la derniere regle alors w’ est de la forme @ et w aussi.

— Si S — aBC est la derniere regle alors w’ est de la forme @ et w de la forme @

— La réegle CB — BC préserve les deux formes.

— Si la regle utilisée est aB — ab alors on avait w’ de la forme @ avec w' = a"b’c’#(B",C") et on a

w = a"btH#(B L CM).

— Si la regle est bB — bb, cC — C'C ou bC' — bc alors on reste bien dans la forme @ car un motif ¢b ne

peut pas apparaitre.

Finalement, si w est complétement réduit alors w est de la forme a™b"¢™. Tous les mots de la forme a"b"c"
peuvent étre obtenus pour n > 1 : on applique n — 1 la regle S — aSBC et une fois S — aBC on obtient
a™(BC)™. On réordonne (BC)™ avec CB — BC' pour obtenir a" B"C"™ puis en appliquant une fois aB — ab,
n — 1 fois bB — bb, une fois bC' — be puis n — 1 fois ¢cC' — cc on obtient bien a™b"c".

Exercice 5. Considérons la grammaire suivante :

S — CD Ab — bA

C — aCA|bCB Ba — aB

AD — aD Bb — bB
BD — bD C — ¢
Aa — aA D — ¢

Quel langage reconnait-elle 7 Justifier.

Solution 5. On va montrer que les dérivations obtenues sont de la forme wC’#(x,y)D’ avec (z,w) €
({a,b}*)?, y € {A, B} et w = = rev(lower(y)) ou X’ indique que X peut ou non étre présent, rev est la
fonction qui retourne un mot et lower transforme les lettres A en a et les B en b.
Pour une dérivation de taille 1 on a § — C'D donc c’est bon.
Pour une dérivation de taille plus grande que 1 selon la derniere regle utilisée on a :
— Les regles C — € et D — € qui préservent la forme.
— Les regles C — aC A et C — bCB préservent aussi la forme. Par exemple pour C' — aC A alors a va étre
ajoutée a la fin w et A au début de y (et donc a a la fin de rev(lower(y))).
— Les regles Aa — aA, Ba — aB, Ab — bA et Bb — bB préservent aussi la forme car elles ne ne déplacent
pas lordre relatif des lettres dans x et y, juste I'entrelacement.
— Enfin les régles AD — aD et BD — bD préservent aussi l'ordre car on avait w = z rev(lower(y)) avec
y =y’ A donc x rev(lower(y'A)) = z rev(lower(y')a) = z a rev(lower(y’)) donc w = (za)rev(lower(y')).
Donc si un mot m avec S = m complétement réduit on a w € {a,b}* tel que m = ww.
Tous les mots de cette forme sont bien accessibles car S — wCwD pour tout w : c’est évident pour w = €
et par récurrence si w’ = wa alors on a S - wCwD — waCAwD = waCwAD — waCwaD (on procede de
méme pour w’ = wb).
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Exercice 6. Considérons la grammaire suivante :
S —aS |aSbhS | e

Quel langage reconnait-elle 7 Justifier.

Solution 6. Nous allons montrer quun mot est dans cette grammaire si et seulement si tous ses préfixes
contiennent au moins autant de a que de b.

Montrons d’abord par récurrence sur la taille des mots que si un mot est dans cette grammaire alors ses
préfixes ont plus de a que de b. La propriété est clairement vraie apres 0 dérivation. Et si elle est vraie apres
n dérivations alors elle est vraie apres n + 1 dérivations car S — € ne change pas les a ou b; S — aS ne peut
qu’ajouter un a et enfin une dérivation S — aSbS n’ajoute un b a un préfixe que si elle ajoute aussi un a.

Montrons maintenant que tout mot avec notre propriété peut étre obtenu par récurrence sur la taille des
mots. Soit w un mot respectant la propriété on a we et donc S — € ou w = aw’. Si w’ respecte aussi la propriété
alors on a S = w’ et w peut étre obtenu de la facon suivante S — aS = aw’ = w.

Maintenant si w’ ne respecte pas la propriété, on peut trouver z le plus petit préfixe de w’ qui ne respecte
pas la propriété. Par mimimalité de z on a z = x b avec x respectant la propriété. On a alors w = a = b y avec
a x b qui contient strictement autant de a que de b. Comme w respecte la propriété alors y respecte aussi la
propriété (un préfixe p de y correspondant & un préfixe axbp de w). Par récurrence on a donc S SzetS Sy
donc S 5 aSbS S ax by =w.

3 Myhill — Nerode

Soit ¥ un alphabet et Ly un langage dessus (pas nécessairement régulier).

Definition 1. Soient deux mots z,y € X*2 on définit la relation suivante :

T~y d:ef VZEE*:$Z€£2©y26£2

Exercice 7. Montrer que cette relation est bien une relation d’équivalence (i.e. elle est réfléxive, symétrique
et transitive).

Solution 7. C’est la relation d’équivalence induite par la fonction f(z) = {z | vz € Ly} (ile. z ~2 y & f(z) =

().

Exercice 8. Soient (z,y) € ¥*? et ¢ € ¥ montrer que si & ~,. y alors zc ~r,. yc.
Solution 8. Si z(cz) € Ly alors y(cz) € Ly et réciproquement.
Exercice 9. Montrer que si ~,,, a un nombre fini de classes d’équivalences, alors Ly est régulier.

Solution 9. Soient z1,...,z, des représentants de chacune des classes d’équivalence avec z1 ~p,, € et F =
{z; | z; € Lx}. D’apres I'exercice précédent on peut définir §(x;, c) = x; tel que x;c ~,y x; et cela ne dépend
pas du choix du représentant x;. On pose donc automate A =< {z1,...,2,}, 2,9, 21, F > et cet automate
reconnait Lyx. En effet on voit par récurrence sur la taille de w que 6(x1, w) ~ry wetdoncw € Ly & 6(z1,w) €
Eg <~ S(xl,w) e F.

Exercice 10. Montrer que si Ly est régulier alors ~,, a un nombre fini de classes d’équivalences.

Solution 10. Soit A =< 9,%,6,7, F > un automate déterministe complet qui reconnait Ly;. Un mot zz
est dans Ly, si et seulement 6(i,zz) € F et donc ssi 6(0(,z),2) € F. Donc pour deux mots z et y tels que
S(i, x) = 5(1, y)onax ~r, y. Sionan mots de n classes distinctes, on a donc au moins n états dans 'automate
or le nombre d’états est fini donc le nombre de classes aussi.
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4 Myhill — Nerode : applications

Definition 2. Calculer les quotients a gauche d’un langage correspond a calculer les classes d’équivalences
induites par la relation ~p vue plus haut. Les quotients gauches de Ly, sont les L, pour w € ¥* avec L, =
{z | wx € Lx}. D’apreés ce que nous avons vu plus haut les L, sont en nombre fini puisque x ~ry y < Ly = L.

Exercice 11. Trouver les quotients a gauche et ’automate minimal pour chacun des langages suivants sur
lalphabet {a,b} :

1. L3 =b(ba)*

2. Ly = {a'V’ | i+ j est pair}

3. L5 ={w € {a,b}" | w contient exactement une fois le facteur bb}

Solution 11.

1. Les classes sont 0, b(ba)*, (ba)*, a(ba)* on a donc

a,b

2. les classes sont @ 0, @ {a*t? | i + j est pair}, @ {a'¥? | i + j est impair}, @ {b7 | j est pair},
@ {b7 | j est impair} 'automate est donc :

start —( 2 b 15}
a
a a b b
a
IO

3. les classes sont @ 0, @ (b?a)*bb(ab?)*, @ b(ab?)*|a(b?a)*bb(ab?)*, @ (ab?)*, @ b?(ab?)*, lautomate

est donc :
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b
start —
N a
b
a . b
(@)
a
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