TD3 LANGAGE FORMELS, CALCULABILITE ET COMPLEXITE

1 Rappels : les langages suivants sont-ils rationnels ? (Justifiez)

Exercice 1. £y = {w € {a,b,c}* | (|w|e = 0) = (Jw|, = 0)}
Solution 1. cx +(b+c¢) * a(a + b+ ¢)*

Exercice 2. £ = {w € {a,b}* | |w|, < |wlp}

Solution 2. Non. Sinon on aurait un n de pompage et sur le mot a”b*® on aurait a™+*=p>n

pour k > 0 et tout x. Or kx + n > 2n pour x grand.

dans le langage

Exercice 3. £; = {w € {a,b}* | 7 divise |w|4, 3 divise |w]p, }
Solution 3. Oui, c’est I'intersection de b*((ab*)")* et de a*((ba*)3)*

Exercice 4. £3 = {w € {(,)}* | w est bien parenthesé}

n+kx)n

Solution 4. Non. Sinon on aurait un n de pompage et sur le mot (")" on aurait ( pour k > 0 et tout =

dans le langage.

2 Non équivalence des lemmes de pompages
Voici trois lemmes de pompage pour un langage L :

1 neNVuel:|lu>n = Fut,weX u=vtw [t{>0 YmeN vt"wel
2 meNVruse L:|u/>n = Fut,weX u=vtw [t|>0 VYmeN rvt"wse L
3 IneNVrup...ups € LVi:|u|>1 = FN<i<j<n YmeN rup...ui—q(wi...u5)"Ujp1...ups € L

Exercice 5. Montrer que £ = {w € {a,b}* | |w|, = |w|p} vérifie le lemme 1 mais pas le lemme 2.

Solution 5. Pour tout mot de taille supérieure & 1 on peut trouver une alternance a,b et on peut la répéter.
Supposons qu’il existe n, on pose r = a”, s = ¢, u = b™ et alors u ne peut pas étre découpé comme il faudrait.

Exercice 6. Montrer que £ = {(ab)"(cd)™ | n € N}UX*(aa + bb+ cc+ dd + ac+ bd)X* vérifie le lemme 2 mais
pas le lemme 3.

Solution 6. Soit rus € Ly, avec |u| > 5.

Soit rus € YX*aa + bb + cc + dd + ac + bdX* et rus = wayv avec w, v des mots et x,y une paire de lettre de
aa + bb + cc + dd + ac + bd. Comme |u| > 3 alors u contient une lettre qui n’est pas x ou y et peut étre retirée
ou multipliée.

Soit rus = (ab)*(cd)* et donc u contient bab ou cdc en prenant t = a ou t = d on obtient le résultat attendu
car on a, soit un symbole bb ou cc quand m = 0, soit le mot original quand m = 1 soit aa ou dd quand m > 2.

Soit n € N+. On pose r = ¢, u; = (ab) et s = (cd)™ et le lemme 3 ne tient plus, car (ab)*U==Dxk(cq)n
n’appartient pas au language pour k # 1.

3 Algorithme de Brzozowski

Soit Ly un langage régulier sur l'alphabet 3 et soit A =< Q, %, 4,4, F > un automate déterministe qui
reconnait Ly, tel que tous les états de A soient accessibles depuis i.

Exercice 7. Montrer que Rev(Ly) = {an...a1 | ai...a, € Ly} est reconnu par 'automate (non déterministe)
Rev(A) =< 9,5, F,{i} > onwv € d'(q,c) & d(v,c) =q.
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Solution 7. Etant donné un mot vy . ..v,, tout parcours qi,qs, . ..q, dans 'automate A est équivalent a un

parcours inversé gy, . . . , g2, q1 dans A’ (i.e. 6(q1,v1 ... v;) = ¢; < 8'(gi,v; ... v1) = q1). Un parcours est acceptant
dans A si et seulement si son renversé est acceptant dans A’ (¢; =i et g, € F). Donc Rev(A) accepte bien
Rev(Ly).

Definition 1. Etant donné un automate non déterministe B =< Qg, ¥, 05, Ig, Fg > On note Det(B) l’auto-
mate obtenu par la construction par sous-ensemble. On a Det(B) =< 298, %, 298 Ty {q € 298 | qNFp # 0} >)
avec 266 (67 U) = Uqu 5B(Q7 U)‘

Exercice 8. Montrer que dans Det(B) =< 298,%, 298 T {q € 298 | gnF # )} >ona:q € 205 (Ip, w1 ... wy,)
équivalent a l'existence de qi,. .., qn, @n+1 avec q1 € I, gn+1 = q €t gi+1 € 05(qi, w;).

Solution 8. Par récurrence sur n, montrons I'existence de qi ... ¢ui1 :

— pour n =0, q; = g convient; _

— pourn > 0onagq € 298(Ig,w; ... wyawyt1) qui nous donne par définition de 208, Gni1 € 2°8(Tg,wy ... wy)
tel que ¢ € 05(¢n+1, Wn+1). On trouve alors g ...¢y4+1 par récurrence et qi ...Gn+1Gn+2 avec gni2 = q
convient. ~

Maintenant s’il existe qj ... qn+1, alors par itération sur i que g;+1 € 295(I,w; ... w;)on a :

— q1 € I et donc q; € 298(Zp,€)

— 205 (IB, wy ... wi+1) = UeGQSB( (55(6, wi—i—l) or q; € 208 (IB, wq .. U)Z) donc qi+1 € 208 (IB, w1 ... wi+1)

IB,wl...wi)

Definition 2. On pose left Equiv(z,y) =Vz: (zx € Lx) < (zy € Ly)

Exercice 9. Soit Det(Rev(A)) =< Qg, %, 84,44, F4 >. Montrer que pour tout z,y € (X*)2 on a :
Le ftEquiv(z,y) = (dalia, rev(x)) = dq(ia, rev(y)))

Solution 9.
Soient x et y tels que Qz = dq(ig, ) # dalia, y) = Qy. Ona Qz\ Qy # 0 ou Q, \ Q» # 0 et donc par symétrie
entre x et y on peut choisir ¢ € @, \ Q4. Comme tous les états de A sont accessibles, on a z tel que 5(2, z) =q.
Soit w € {x,y} avec w = wy ... w,. Un mot zw = zw; ... w; est dans Ly, quand 6(i, zw) = d(q,w) € F et
donc il existe q1,...,q+1 avec q1 = q, q+1 € F et ¢; = 5(q,w1 ...wj). D’apres 'exercice 8, un tel parcours
n’existe que pour z car il correspondrait & un parcours renversé dans Det(Rev(Ly)).

Exercice 10. En déduire & l'aide du théoréme de Myhill-Nerode que Det(Rev(Ly)) est 'automate minimal
reconnaissant Rev(Lsy).

Rappel : Etant donné un langage L on peut regarder la relation d’équivalence Right Equiv(x,y) =Vz:xz €
L < yz e L. Le théoreme de Myhill-Nerode dit que tout automate reconnaissant le langage contient au moins
autant d’états que le nombre de classes d’équivalence.

Exercice 11. En déduire une construction de ’automate minimal reconnaissant Ls:.
Solution 11. Det(Rev(Det(Rev(A)))) est minimal et reconnait Rev(Rev(Ly)) = Ly.
Exercice 12. Quelle est la complexité de cette construction ?

Solution 12. I’automate minimal résultant est forcément plus petit que ’automate mais la taille de I'automate
déterministe (minimal) du langage renversé peut exploser (au pire 2"). Par exemple pour :

b,a
(o)) ()
start —( 4o q1
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